Weightable quasi-metric semigroups and semilattices  by Romaguera, Salvador & Schellekens, Michel
	 
 	 	  	  
 			


  
	 
  
	
 	

 
  	


  
 
   
     !
 


 " 	
  
# $ " % $ 	& 	'
	' %

  	 
 	 
 	
   	  	 

		 		  	 		 		 	 	 		 	
	  		  	     	 	 	  	 
   !		 "	 # $% &	   '
	  	 		 	 	  (	 )	 	  *	+,
  	  +, 	  	 	 $&&-+.%  	
 	  	  	 
  	   +/ 	 	 

 	 		 	
   	
	      	 		 	  
   #   	 		    	   	

 	  		    #   		 	 

    	  $ 012%
3 	  	    4  	  
  
  	   $ +/%   	 $+,5++%
	  	 	 $&&-+.%
3            
  
	

  	
 	 	 		    	   
	  	  

!
	"  	



!
	" 




 	
  	    Open access under CC BY-NC-ND license. 
 	
 	
 	

  	  



  	
 
       
             
 	
  
     

   
  
  

   
  !     ! "!  

  

 "!  
# 
  

 
 
   

!  



$%    
  
 
   

#  
%     


 $  "   "!
    	


             
 
	  
	 	

  
  
 & "!  	

 
   
 

 
 
 

  

    
 

    '()*+ ,   -   

    


 

!  


 $.  
    
  !   

 

     
 
 

  
  
 &  "   

  
 %  
   
  '()*+  /   

 
   
  
 
  

   


"!  
  
 & "! 

   	

   
     
 
     
 



 

 
 
 ! 
     Æ         
Æ  

   
, 


   $ 
  
 


  

	

 


% & "! 

          


    
%  
 /  

 ,   



 0  
1   
 / 
  0 
1 
 


 
   
! 2

   
  	 
  
%      	    
3    
 
  
     
 
 


%  
      	



   	 %       
  2
     	


    
  

	 





% & "! 

  





   
  
%  
 /  



 	
 	
 
   

 
 "   '456+   

'457+  '8455+ 9
  
 	









 
 


  
   & "!


  





'





  +
2       $! 
  

 
  
 
 
 $ %  
    
 2  
 	 
  
   '8455+ 
   

 


 


 
 	   








    



  
 
&  

"! 


  





'   +% 2    


,     

 
 
  

 


 "!  
! : 	 

 %
& "! :   
 '8455+ ;   !

  
  % 
2 

 
   

%    4!  

   
"

%  
  '8455+
 	

,   
 "
 
  
2 
  '4+
,    &   2      
   	 



  
 
  
 

               
# 
    
 
  

&
 %     
 



#   ! 

&
   
!   

&
  
	 %   

  
 
	
 
  
  "  

  !     ; 

%  
    2 
% 
 
   
  '<45=+ 
'>*5+ !  ! 

!    "2 #   

  
   2   ! 
  

!   '<*?+
# 
 2  
  
  
2  & 2
"2   2     
 
 
  
 "  

  2 
 
 !   @ 4
(  !%  2     
   
     
  	               
A
 	
 	
#  
   
      	   



  

 
                
  
  

 
        	        
#  
  / 
      	   



  


 
        	        
  
 
 

 
                
  
  
   
   / 2    
2   /  2  
 
  /  
  
  /  2   
  
  
  
  
2 
  
  
	


      
  
  	   


  
 
  	 
    
	  

	 !
       	   
"  
  	   


   
  	 
    
	  
	 
          

	
	   
 
     
 #    
 

	   
  
 
     

 #    



 	   

 
, 
  "
   !%      
 

 
  

  
  
 % 
 ! 
 %   
 
2  
   
   

  !   $ 
 
2  



   
 
    
  
 !

 
 
      ! 
   ! 
  
  ',"5+  ',"5A+
 / 
    
          	  
#  
   
    
  
 2  

           &  
"2
 ! B  
 ! 2!  2 / 
 
  

 / 
 
   
  
 
     
  2
 
 
   2  

?
 	
 	
# 
 2  
      2 C 
2 '4+
   
      #        
         #         
 
  	 	
 
 
   
 %   $

   	 



              
    
% 
%  
  %     
  
 %
 % 
   %	 
 
          
 

 
 "  "!   
,      
   "  
  
 "!     '4+%   
 'D;5?+
   	 



 	  

  

    
 
 
     
 
  
 
	


  &% % 
 
  %  
  	 &% % 
   % 
  
%    	 %   %  	 % 
 % 
 
 
 
       
    
  

 
    
  
 
   
 2%     
     	
      	          	  
	  #  !   
   "2 &     

  
 
%  	

  
   
 
    
    

 %  
 
  
 
   

   
  "  
  
 %   
 
  "  
 

    
    
  2  
 
, -   
    
   
 2 
  !      ! 
 

& 
  
 'D*+	
 
      	 
    

   
 
	 
  	 
   	 
  %
   
  !   
 "! 2  2
 
 "2

6
 	
 	
#  %  "
2     
  2  
  
   
       2

      	 
             	 
    
4    
      
 

2% 
  
   "2 "
2    2  
 
       
 "2
 !  
 
%  %
 
  "  2  
 2  
  

" 
    2 
  2
 
   
 

 
   
   
 $

  
 
 
 
 

#%    
 
      
 !  


 
   

 
   B $  
 
 $! 
%       
 
 ! 
  
 
  
  
  

  
  
  
   
 E$   " 
,  
 $  $    
  0

1%  'BF35=+
     , 
      "
&  
 %   &  
 ! 
 &  
    
 
  
 

B 
  
    "    
    $
! 
 
 "  2  

  
  !  

    ! 2   
 0
1 
 
0 "1 
2 !   2 +% 
2 ! $  


,  
 


  $    2 %  2
 
 $    
 

  ) G "  !  " ) G

"  
    &
 & 

 0
1 2 G%     2 
 ! 
  
     G


H "!   &$   G

%       
  &$  
 G

 
   "      
  4 
  G 
 "  
 '4!5+ E$  
3%       G

 &    
   
  &$
   
3%     G

 "!          ' +
2        (     G

&      

%    &  G

 G

"!
   
	
 


  
  G

 G

  
  "  
 
 "! 
    &  G

"!   

     G


 'DI5A+ E$  * ,   2  


 
7
 	
 	
(%  

  	

  
   &$ 
  G


G

  
   !   
  4      G

 2
          
  ) ?  G

  
 2
3 

   $

     G   G 
 
"  

, 
  2 % % G

 "    
  
"  
 G

 
   
 2  
 G

 

  "  2  

(     G

   &    
     G

  
    
  
     	       
  
# 
 
  
        G

      
             G 
  "  

% G

 
  "  

3$  2   
  
 2
)     G

 #  	  %      %    
   	   #    %           
    	 % 
  
        
	
 

	

	
 

            	   
  

,     
2 % 
 !% G

  
  " 
2  

 ! 
 
  
         "
     "
 #%   &      

       
B  2  
 
   
 #    &  


  &  
    ! & ! !  
  &%  

 -
 

	   & 2    &  
  2
&
,   
 ! 
  
      $ 
 

"!      $ 	
@
 G  "  
  
    !  ) '
+
  
       
 
 
  !   #  
       '+   '+  '+   " '+ '+  
   "  2
  
  
 $    "  2 / 
%
    $! 
  '456+   
 '8455+% '845*+ 
'845*+ ,  2  2&
   
=
 	
 	
   2    

    
 2 

   
%  "! 2
  
      
 
 'BF35*+  '957+ & "!	
'
 + ' +  $
  

 
B  
 ! 2!   

  
 

 

 
  
  
 %    
 & 

  
	 '
 +  ' +  '	

  	

 +
9  "  $    "  2 
 


#      
  "  2 
  


  
 
  C   
 !  "  2

 / 


#  
 "!  
		  
     

  
   
   
 
(  2  2        

  
     
 
       
   	 
       
 
#  	    



       
   

   
   
 ! 
  2  

! 
   
    

#%    
 	    	   
    
     
%  "! J 

   4 
 	 

  
 
 ! 
% 
   
   
  
 
 	 
     $
    '4+   $ 

 

 
 
%  &
     
 
   '4+%    
  



 
 


(  
-   

  2      

	  '
     %   
 
  
%	   
  % 	

 	 	
   
  	   


	 &%    

 		  

       &%   % 
 %% 

% %	    
   	 
%  

  %
 % 
     %   
 
  %	   
  % 	

 	 	 
	  
  	   


	 &%    

 	
	  

       &%   % 
 %% 
 %
*
 	
 	
%	    
   	 % (

 
 
 
   % 

	  	  		 
 
%   

!       
    


)

 )  	    


"       
 
 
     "   
 ! 
  2 


!     
    
 
   
 
 
 ! 
  2     

!  H&
  

   "!


      
      
, &
 
  


  
   	
#% 
  
 
% 

           B  
%        %           4 

 
 ! 
%           3$  
  



&
     ! )      4  
   2 %
    	         

%


  	 

   

 
, 2 
  


  
  
K2%  
    


       	


         

   
3$  
    	



   #%     %
 
	
 	

  

                  
9  

 
  
  
  B   % 
    	


                 

 
4% "! ) ?%  

 
 2 %  

 
  2 

  # 
  
     
  
 

#%   
      <!  %

       
       
   	

       
   
    
,     

  
  
 

@2
 !%      "  "  2  
 <!
L
 7%   
       , 
  

  
  
 ! 
  2   	

  

! 
    % "! 

% 	

  
    

4
  

           4     
   %       4%  
 
 ! 

5
 	
 	
3$  
   
   2  #%        
                  
        
4%
          
            
  
                
   
3  
   

&
  #%   
      

       
  
 
   
       
       
  
 
     
	 
    
 
 
       

   
     
9  
  !      !
(  !%    2!   
 " "2 
  "
/%    
   

  

 2
   
  2!  


 %  -        




  


 %    
  ! 
  &  


  
 

 ! 
   
    "2 
"  2!  


  %  -  "!  &
    "2 %
 
    

 <!  

   
%   





(16 7 ('8 ( )*$ 3* 4) -
	 	 -
5 	 /+16
(+. * 3 ('	 9   #	  	 
 	
	  	 :  3	 3 ;  <	 =	
 4  ( #  	
   
 >>6>
 /++.
(+1 * 3 ('	  ? 	 -		  	 4
@		  * ;	  =	  	  	

 	
 	
4	  ( #  	
   
 /2,
/>+ @	 /++1
4".> - 4	  5 - " &+ )*$ " ( -A	
 /+.>
&&-+. 3 &		 * A &	 - 9 - 	  &	 5	 3
-  /2 		 &&&    <  4 
&&& /++. 2612,.
=<12 - = B < ,-"
  *	 "''  ;?
/+12
A+6 5 A'	 	  		 : ! *  

 	" 
. )&$  ! 3 ; ?' 3	   /++C
/.6  2
A+C 5 A'	 3	  * 	 
 -		 * 	
 	&    /+++ ./1>
9-1+ 4 9 7 -' 3 
	
 	  		 : (%	 
/01 &&& 4  - /1C  /+,
91+ 4 9 -
	
 ; -" D 
&
 /+1+
012 5 0	 <   	   = @
	 /+12 >6,  >C
0E+> A - 0E ;    : !  2'2 	"
( 	  *	   /++> >>>>1
0@+6 A - 0E @ @	 B )	 : ! 0*  


	"  . )&$  ! 3 ; ?' 3	
  /++6 C6..
<	+, 9 " <	 @		   	 : 4 <	
	 5	 # $5 & A8	 &% *
' + 
DE	 (
*	+6  7 *	 -		    : ! 0*  

 	"
 . )&$  ! 3 ; ?' 3	  
/++6 /1>/+.
*	+,  7 *	 3 	 	  	 		 F 	'
)* 	
   
	
 /+,  2, /++,
GH;+.  9 GH; -		  		 	 	     3	
 	  - //  4  7	 # 	
3	  #3 4' 
$ "    >6>/, ;
?' /++.
GH;+1  9 GH; 3 =		     # 	 3	 
 -		 * 	 -" # D  B	' /++1

 	
 	
5++  5		 * ' !	   4 
	 )&$     >//>22 /+++
5+1  5		 * ' "	 	 )		
 
 	  . )&$  		
5+1	  5		 * ' 3 			  	
 5
	 
+, * - ' #   4: 3 4 =	 
"		 	 	 4 3	  : ! 5 
& ;  #	 4  @  & /++,
2//2>2
+C * - ' G  	
 	 : ! *  


	"  . )&$  ! 3 ; ?' 3	
  /++C >61>C>
+C	 * - ' 4 	 5  	
	 :
- 1 -	 # 4 # 3	 /++C
++ * - ' 4 	: < I " )&$
&  6>  62, /+++
 * - ' #  
 		  	
		 )* 	
    
	 * - ' 3 			  		 	
  "	 	
)	J	
  2
 +/ * (   #	 
 	 	 	  	 	
	  	  7 * 5 3 B 5 	 5 = B	
 )&$  	&$ )*$  	
   2.22+
G D - /++/
B
+/ A B
 D <	 : 3 		  	 5 	
	 	 (	 5 ! !  ! 
 /++/ >6.  >.
B
+> A B
 D 	 : G  	 	  !
!  ! $@% 
	 />>/,1 /++>

